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SOBRE UN RECORRIDO DE ESTUDIO E INVESTIGACION DEL ALGEBRA LINEAL
NECESARIA PARA REDUCIR LA DIMENSIONALIDAD CON MACHINE LEARNING

ON A STUDY AND RESEARCH PATH OF LINEAR ALGEBRA NECESSARY TO REDUCE
DIMENSIONALITY WITH MACHINE LEARNING

Mario Cavani

Universidad de Oriente, Venezuela

Recibido: 2024/10/31

RESUMEN

Se propone un Recorrido de Estudio e Investigacion (REI)
que surge al considerar ciertos temas del Algebra Lineal (AL)
que usualmente no forman parte de este curso a un nivel
universitario. La experiencia se lleva a cabo al considerar el
problema de la reduccion de la dimensién en problemas con
grandes cantidades de datos. En particular, se estudia el
problema que surge cuando se quiere representar una
imagen dada reduciendo la cantidad de datos de la imagen
original, el cual se aborda considerando procedimientos de
Machine Learning (ML). Bajo un analisis orientado por el
paradigma del cuestionamiento del mundo, se describe un
REI con elementos del esquema herbartiano y algunas
dialécticas que permiten presentar una descripcion de este
complejo problema didactico en el que interactian AL, MLy
programacion. Este enfoque tiene la relevancia de aportar al
proceso didactico novedosos recursos retoricos, simbolicos y
conceptuales que, aparte de ser herramientas de descripcion
y andlisis, podrian servir como instrumentos epistémicos en
procedimientos de indagacion.
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ABSTRACT

A Study and Research Path (SRP) is presented while
considering certain topics of Linear Algebra (LA) that are
usually not part of this course at a university level. The
experience is carried out by considering the problem of
dimension reduction in problems with large amounts of
data. In particular, the problem that arises when one wants
to represent a given image by reducing the amount of data
in the original image is studied, which is addressed by
considering Machine Learning (ML) procedures. Under an
analysis guided by the paradigm of questioning the world,
an SRP is described with elements of the Herbartian
scheme and some dialectics that describe this complex
didactic problem in which LA, ML, and programming
intervene. This approach is relevant in providing the
didactic process with novel rhetorical, symbolic, and
conceptual resources that, apart from being tools of
description and analysis, could serve as epistemic
instruments in inquiry procedures.

KEYWORDS

Linear Algebra, dialectics, study and research, herbartian
scheme, Machine Learning.
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MARIO CAVANI

1. INTRODUCCION

En anos recientes, la investigacion en la teoria antropologica de lo didactico (TAD) se ha enfocado al
estudio de las condiciones y restricciones que impiden la transicion desde el paradigma monumentalista
de las visitas a las obras hacia el paradigma de cuestionamiento del mundo (Chevallard, 2013). Un papel
importante ha jugado en la ensefianza universitaria el dispositivo didactico de los Recorridos de Estudio
e Investigacién (REI), introducido por Chevallard (Chevallard & Bosch, 2020), el cual ha sido utilizado
para analizar, entre otros, el problema didactico que proviene de la modelizacion matematica. A modo
de ejemplo, pueden verse (entre otros) los siguientes trabajos (Alvarez-Macea & Costa, 2019; Farras et
al., 2022; Bosch, 2018; Cavani, 2021, 2022; Florensa et al., 2020; Garcia, Barquero, Florensa & Bosch,
2019; Gazzola et al., 2021; Ignacio, 2018; Markulin et al., 2021; Otero et al., 2020; Parra & Otero, 2017;

Romo et al., 2019; Santos Junior, Dias & Bosch, 2017; Nicasso & Bosch, 2021; Vasquez et al., 2022).

Actualmente con las nuevas tecnologias han aparecido nuevas técnicas para resolver problemas en
los cuales se maneja una gran cantidad de datos, lo ha sido referido como big data. En estos
procedimientos se inscribe el ML, de hecho, tal es la importancia que estas técnicas han adquirido que se
ha comenzado a incorporar su estudio en la escuela secundaria (Martins & Gresse Von Wangenheim,

2023).

Una situacion como la actual, en relacion con la digitalizaciéon de la ensefianza de la matemdtica no
se veia desde los afios sesenta cuando se introdujo sin una planificacion y sistematizacién adecuada la
ensenianza de la matematica moderna, experiencia que alerta sobre la actual implementacion de los
acelerados avances de la tecnologia. Cuando desde ya, se estan compartiendo experiencias sobre la
educacion matematica en la edad digital (ver (Weigand, 2022; Dominguez, 2024; Olsher, 2023)), en las
investigaciones en educacién matematica se promueve un sentimiento de satisfaccion al asegurar que lo
mas importante y desafiante es desarrollar y aplicar nuevos métodos para avanzar en el aprendizaje de
matemaéticas por medio de ML, métodos que la educacion matematica actual estd preparando a la
proxima generacion de investigadores para aprender, desarrollar y aplicar con éxito. Al respecto, la
actualizacion de los docentes y en general de las instituciones educativas no se debe soslayar. La TAD
predice que los cambios que experimentan las instituciones necesariamente producirdn cambios

epistemolégicos en la ensefianza del conocimiento.

En tal sentido, en este articulo se analizan ciertos cambios epistemolégicos que se generan con la
incorporacion, de manera creciente la rama de la Inteligencia Artificial (IA), y de temas de ML en la

enseflanza universitaria que van implicitos en la modelizacion matematica que emergen para resolver
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problemas de muy diversa indole en campos de las ciencias, las ingenierias, economia y finanzas, y ain

en ciencias sociales y humanidades.

Este trabajo se enfoca particularmente a exhibir ciertas transposiciones didacticas y praxeologias que
inevitablemente influyen en cambios en la dimension epistemologica de lo didactico que va a
experimentar la ensefianza del AL como disciplina que de manera fundamental sirve de soporte para el
abordaje de muchos temas en ML. El caso que se analiza en este trabajo tiene que ver con las praxeologias

que ocurren cuando se aplica ML para reducir la dimension de los datos de una imagen dada.

En este sentido, puede resolverse este problema ingresando la imagen a un software disefiado para
los efectos buscados, pero esto constituye una actividad no ostensiva, es decir, que no materializa las
técnicas por medio de las cuales se resuelve el problema, tal como seria en el caso de una actividad
ostensiva, tal como se analizara aqui. Especificamente, se tomara en cuenta el papel del AL, y se vera, por
ejemplo, que no son suficientes conocer los temas relacionados con autovalores y autovectores de una
matriz que ha de ser cuadrada, sino que, en muchos casos, se requiere conocer otros conceptos y

propiedades de las matrices en general, no necesariamente cuadradas.

Se vera que el tema de los valores singulares asociados a una matriz rectangular constituye un cuerpo
de saberes que, por lo general, no forman parte de un primer curso tradicional de AL de la
institucionalidad universitaria (Alvarez-Macea & Costa, 2019; Cavani, 2020), pero que aporta un
procedimiento que permite factorizar la matriz rectangular en cuestion con una forma muy adecuada
para la metodologia de comprimir datos. En virtud de lo cual, al considerar la utilizacién de ML en la
modelizacién matematica o como herramienta de solucién de problemas, lo que obligatoriamente implica
la incorporacion y adopcion de nuevas transposiciones didécticas en los saberes a ensefiar en la disciplina
del AL. En (Dominguez, 2024) puede apreciarse la importancia que tienen las matematicas en el ML y en
(Bai, 2022; Martén, 2023) se puede apreciar los nuevos problemas epistemologicos que surgen en esta

nueva realidad.

En esta propuesta de REI se utiliza el esquema herbartiano como instrumento de anélisis bajo la

orientacion propuesta en Nicasso y Bosch (2021).

2. METODOLOGIA

Para estudiar el problema tratado en este trabajo, se aborda desde la TAD bajo el paradigma del
cuestionamiento del mundo. En tal sentido, tal como se propone en este paradigma, se realizaran
recorridos de estudio e investigacion y se utilizara el esquema herbartiano conjuntamente con dialécticas

apropiadas para el apoyo en esta metodologia. Para esto, Chevallard (2013) postula como principios
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bésicos que la educacion debe buscar la formacién de ciudadanos herbartianos, procognitivos y
exotéricos. Herbartianos (en honor a Johan Heinrich Herbart, creador de la Pedagogia) en el sentido de
dotarlos de una “actitud receptiva hacia el planteamiento de preguntas sin respuestas y problemas sin
resolver” como motor que mueva a aprender. Procognitivos en el sentido de propender al conocimiento
que esta por descubrirse y no a la revisiéon del conocimiento ya descubierto. Exotéricos en oposicion a
esotéricos, esto ultimo entendido como los conocedores por completo de los conocimientos disponibles
sobre una disciplina. Asi, los exotéricos se entienden como quienes estan inmersos en un proceso de

estudio donde siempre hay lugar para nuevos conocimientos sobre una disciplina.

De modo general, lo que se estila para proponer un REI, el estudio ha de iniciarse con una cuestion Q
que un grupo de estudiantes X tendra que responder con la colaboraciéon de un grupo de profesores Y,

conformandose asi el sistema didactico S(X, Y, Q). El REI esta determinado por el conjunto de procesos
y procedimientos que cumplen X e Y para obtener una respuesta R*. Por medio del esquema herbartiano

se describen parte de los tratamientos que se cumplen durante el proceso, lo cual se representa de la

siguiente manera:

[S(XJ Y} QO) ~ {Qi; R].O’ Ok, Dm}] - R’.

En la anterior representaciéon, Q, es la cuestion inicial que genera el REI, Q;son cuestiones que se

plantean a partir de Q. en el proceso de buisqueda de R, las D,, son datos empiricos que pueden ser ttiles

en el proceso, las R;° representan obras o respuestas validadas con anterioridad en otras instituciones a
las cuales accedieron miembros de X o de Y, y las Ok representan a un conjunto de otros objetos que

intervienen en los procedimientos del proceso de estudio e investigacion conjuntamente con Q;, Ri®y D,

y todo conforma el medio M= {Q;, R;®, Ok, Dy} del dispositivo did4ctico, de esta manera el sistema
didactico S construye y organiza (=) el medio M con el cual se generara o producira (=) una respuesta

R’

El medio M contintia en desarrollo considerando dialécticas en el sentido que sugieren, clasifican y
utilizan Nicasso & Bosch (2021) (también se puede ver (Bosch, Chevallard, Garcia & Monaghan, 2020;
Parra & Otero (2017, 2018)), donde se especifica que una dialéctica es una praxeologia o un conjunto de
praxeologias mediante las cuales se puede avanzar de manera productiva ante movimientos opuestos.
Ademas, se hace la observacion en Nicasso y Bosch (2021) que con el esquema herbartiano y las
dialécticas se pueden describir sistemas didacticos centrados en el estudio de una praxeologia u

organizacion praxeoldgica . Esta vision se la puede interpretar de dos maneras: En primer lugar,

2025 | Revista de Investigacion y Evaluacion Educativa-Revie, 12(1), 27-47 30
www.revie.gob.do, https://doi.org/10.47554/revie.vol12.num1.2025.pp27-47



SOBRE UN RECORRIDO DE ESTUDIO E INVESTIGACION DEL ALGEBRA LINEAL NECESARIA PARA REDUCIR LA DIMENSIONALIDAD CON MACHINE LEARNING

considerar el sistema didactico S(X, Y, %), como un tipo particular del sistema didactico S(X, Y, Q,) bajo
cuestiones, entre otras, como ¢Qué es 9? ¢Coémo se usa J? ¢Cudl es la razon de ser de 9% En segundo
lugar, incorporar ° a los conocimientos previos con una respuesta etiquetada R° que se produce en el

transcurso de un REI generada por una cuestion implicita Q,, o bien que aparece al final del recorrido.
Otros detalles del esquema herbartiano, asi como otras herramientas que se utilizan para el anélisis, entre
otros pueden verse en (Bosch, 2018; Bosch & Winslgw, 2015; Gascon & Nicolés, 2020; Florensa, Bosch,
Gascon & Winslew, 2018; Parra & Otero, 2017, 2018). Para detalles sobre la TAD puede verse (Chevallard

& Bosch, 2020; Cavani, 2021, 2022).

3. ANALISIS Y RESULTADOS SOBRE EL CONTEXTO DEL REI: ALGEBRA LINEAL NECESARIA EN
MACHINE LEARNING PARA COMPRIMIR UNA IMAGEN 7

El REI que aqui se presenta surge del trabajo realizado con estudiantes de un curso universitario
sobre Analisis Matricial, destinado a estudiantes tanto de grado como de postgrado, con la intencién de
utilizar estos saberes en modelizaciones de problemas tratados con procedimientos de ML. La
complejidad del problema docente que desde lo didactico se presenta aqui, se debe a que el tema tratado
se mueve en tres disciplinas del conocimiento, a saber: programacion, MLy AL, sin embargo, como se ha
dicho, el énfasis se centrard en la modelizacién matematica que aporta el AL. El objetivo consiste en
enfatizar y presentar praxeologias y transposiciones didacticas que mueven la dimensién epistemologica
del papel que cumple el AL en la comprension del problema de la reduccién de la dimension de los datos
de una imagen dada, tanto en el tratamiento de los procedimientos y modelos necesarios como en su
solucion. También se busca analizar las condiciones y restricciones que surgen actualmente en las
instituciones universitarias como producto del cambio que en lo institucional representa la incorporacién
del estudio de ML como método para predecir patrones de comportamiento en situaciones que pueden

aparecer en diversas areas del conocimiento.
3.1. MACHINE LEARNING Y ALGUNAS CONSIDERACIONES EPISTEMOLOGICAS

Dicho una manera general, ML es un area de la IA que desarrolla sistemas que pueden aprender de
situaciones previas y mejorar los resultados sin una programacion explicita para esto. No obstante, se
requiere de una programacion inicial para la solucién del problema que se esta tratando, la cual se
sustenta en la mayoria de los casos en algin modelo matematico. Por tal motivo, se vislumbra la
existencia de un estrecho vinculo entre la matematica necesaria y ML para comprender el funcionamiento

de los algoritmos que se utilicen en un problema dado. Las matematicas para el aprendizaje automatico
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no son solamente una herramienta, sino el lenguaje fundamental que permite a los algoritmos aprender,

adaptarse y tomar decisiones.

Por medio de las matematicas se generan la estructura y los métodos requerido para modelar
procedimientos que identifiquen patrones, que permita producir predicciones, asi como tomar decisiones
basadas en los datos. Dentro de la matematica que se utiliza con mayor frecuencia en ML destacan: el AL
por su papel esencial como herramienta matematica ideal para el procesamiento de datos. Esto se debe
fundamentalmente a que actualmente los programas de computacion utilizan vectores y matrices en la
estructura de los algoritmos, lo que claramente permite la modelizacion con AL. Con esto, se permite
también a los ordenadores y sistemas, por ejemplo, extraer informaciéon significativa de iméagenes
digitales y datos visuales para realizar recomendaciones de acuerdo con la informacién recabada. Por otra
parte, también se destacan en ML, las estadisticas y la probabilidad, se utilizan de manera crucial en el

anélisis predictivo, el control de calidad y la toma de decisiones bajo incertidumbre.

Muchas aplicaciones utilizan modelos estadisticos y bayesianos. Los algoritmos de ML se clasifican
en varias categorias dependiendo del tipo de aprendizaje que utilicen (Goodfellow et al., 2016).
Aprendizaje supervisado, en el cual el algoritmo crea un modelo matematico a partir de un conjunto de
datos que contiene tanto las entradas como los resultados deseados. Por ejemplo, los algoritmos de

clasificacion y de regresion son del tipo de aprendizaje supervisado.

El aprendizaje semisupervisado, se utiliza una combinacién de datos etiquetados y no etiquetados
que permiten hacer mejores predicciones con nuevos puntos de datos. En el aprendizaje no supervisado,
el algoritmo crea un modelo matematico a partir de un conjunto de datos que contienen Gnicamente
entradas y ninguna etiqueta de salida deseada. Estos algoritmos se usan para encontrar patrones en los
datos. También estan los algoritmos de aprendizaje por refuerzo que reciben retroalimentacion como
un refuerzo positivo o negativo en un entorno dinamico. Se usan, por ejemplo, en vehiculos auténomos.
Humphreys (2009) propone que las simulaciones por ordenador y la ciencia computacional constituyen
un conjunto claramente nuevo de métodos cientificos que introducen nuevas cuestiones tanto de tipo
epistemoldgico como metodologico en la filosofia de la ciencia y alega que estos métodos alejan a los
humanos del centro de la empresa epistemolégica tradicional que, con algunas excepciones, ha sido el
estudio del conocimiento humano, que a su vez se relaciona con la dimension epistemologica dentro de

la TAD (Lucas et al., 2019).

En este sentido, propone también que, las caracteristicas esenciales de la ciencia computacional, es la
opacidad epistémica esencial del proceso computacional que va del modelo abstracto que subyace a la
simulacién al resultado. Humphreys (2009) define que un proceso es epistémicamente opaco en relacion

con un agente cognitivo Y en el momento t en el caso que Y no conozca en t todos los elementos
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epistémicamente relevantes del proceso. Un proceso es esencialmente epistémicamente opaco para Y si
y solo si es imposible, dada la naturaleza de Y, que Y conozca todos los elementos epistémicamente
relevantes del proceso. También incorpora la siguiente terminologia: llama escenario hibrido a la
situacién en la que los humanos se enfrentan a una ciencia que se lleva a cabo al menos en parte por
maquinas, y escenario automatizado a la situacién mas extrema de una ciencia completamente
automatizada. Esta distincion es importante porque en el escenario hibrido, no se puede abstraer por
completo de las capacidades cognitivas humanas cuando se trata de cuestiones de representacion y

computacion.

En un numero cada vez mayor de campos de la ciencia, una epistemologia exclusivamente
antropocéntrica ya no es apropiada porque ahora existen autoridades epistémicas no humanas, lo que
plantes un problema que se puede referir como el predicamento antropocéntrico, de como los humanos,
pueden entender y evaluar métodos cientificos basados en la computacion que trascienden las propias
habilidades. Este dilema es diferente del antiguo problema filoséfico de entender el mundo desde una
perspectiva humana porque el antiguo problema implica intermediarios de representacion que estan

hechos a la medida de las capacidades cognitivas humanas.

Con la situacion hibrida, los dispositivos de representacion, que incluyen simulaciones, se construyen
para equilibrar las necesidades de las herramientas computacionales con los consumidores humanos.
Esto constituye un cambio epistemologico importante que tiene consecuencias significativas de
naturaleza claramente filosofica para la forma en que se conciben las teorias, los modelos y otros
elementos de representacion de la ciencia. Por su parte, Bai (2022) plantea: Una vez que el aprendizaje
automatico se ha incorporado al proceso cognitivo humano, las nuevas caracteristicas de la cognicion de
las maquinas entran en la perspectiva de la investigacion epistemologica, y existe la necesidad de una
nueva epistemologia que pueda dar cabida a mecanismos cognitivos similares y diferentes de los

humanos y las maquinas en el proceso de procesamiento de la informacion.

La capacidad de las maquinas para reconocer ha llevado a la creacion de la "epistemologia de las
maquinas”. Ademas, aunque existen problemas de transparencia e interpretabilidad en el aprendizaje
automatico, se debe reconocer la existencia de cierto conocimiento de las maquinas (Martén, 2023). En
otras palabras, la justificacion del conocimiento de las maquinas no necesita incluir la transparencia y la
interpretabilidad. Cuando las maquinas hayan desarrollado ciertas funciones cognitivas que sean
superiores a las de los humanos, se tendra que ver como hacerlas compatibles con el proceso cognitivo
humano, de modo que la epistemologia de las maquinas y la cognicién humana puedan formar una
interfaz organica, creando un nuevo sistema de cognicién hombre-maquina en armonia, desempefiara

un papel crucial en el desarrollo futuro de la IA. La epistemologia de la integracion hombre-maquina es
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un nuevo tema epistemoldgico en la era de la inteligencia y el big data. No obstante, Mazzocchi (2020)

senala que:

“En cualquier caso, la creciente opacidad de los algoritmos es algo sobre lo que debemos meditar
con prudencia. Hoy en dia, se celebra la performatividad de las herramientas de big data incluso con
triunfalismo. La potencia epistémica y la supuesta neutralidad de los algoritmos, que pueden realizar
funciones inalcanzables para la mente humana, se oponen a la fiabilidad de la interpretaciéon y la toma
de decisiones humanas. No obstante, no deberiamos usar la performatividad como razon para ceder la

autoridad y el control a las maquinas.”
3.2. LA CUESTION DEL ESTUDIO

Como se ha mencionado antes el problema que se aborda en este trabajo tiene que ver con analizar
desde la TAD y proporcionar la mayor informacion relevante desde lo didactico sobre aquellos aspectos
del AL que interviene en la modelizacion matematica para reducir la dimensionalidad y la compresion
de los datos de una imagen dada. Este es un problema que se resuelve utilizando ML, el interesado en
resolver un problema de este tipo puede recurrir al software adecuado y se resuelve. Lo que interesa aqui
cuestionar estos procedimientos que no presentan la razon de ser de la matemaética que interviene de
manera decisiva en la soluciéon. En particular, el enfoque que se adopta aqui tiene que ver con mostrar la
razon de ser de procedimientos que no se estudian en curso ordinario de AL, pero que los cambios de
paradigmas institucionales que llevan al uso de IA, y en particular de ML, requieren de ciertos
reacomodos epistemologicos del AL en estos nuevos tiempos. Es importante observar que los autores en
(Martins et al., 2023) senalan que los resultados de su revisiéon indican que en algunos cursos los
estudiantes de secundaria pueden comprender y aplicar conceptos, algoritmos y procesos basicos de ML
aplicando estrategias de aprendizaje predominantemente activas y practicas, de manera tal que, la
combinacion con el aprendizaje basado en problemas y proyectos, indican que los estudiantes pudieron

aprender conceptos de ML e incluso construir sus propios modelos de ML.

Para iniciar el estudio, se plantea la siguiente cuestion:

Qo: ¢Como reducir la dimensionalidad y la compresion de datos proporcionados por una imagen 7°
dada en forma matricial y como interviene el AL?

Para la basqueda de la respuesta a esta pregunta generatriz se debe tener en cuenta la dialéctica
del estudio y la investigacion mediante la cual se combina el estudio de praxeologias disponibles en la
cultura escolar, que se han denotado por R;°, con la formulacién de nuevas preguntas. Este proceso

genera un cuestionamiento de las obras, nociones y demas saberes vinculados a la pregunta. Se provoca
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asi un estudio e investigacion que concretan esta dialéctica. En tal sentido, a los efectos de la cuestion
generatriz planteada aqui, por la dialéctica de estudio e investigacién se obtiene que en ML, los datos
con una gran cantidad de caracteristicas o variables se consideran como datos con dimensi6n alta. En tal
caso, la complejidad del modelo aumenta con la cantidad de caracteristicas y se vuelve més dificil de
tratar computacionalmente en la bisqueda de una solucion adecuada. Por otra parte, en general los datos
con dimension alta pueden provocar un sobreajuste, lo que hace que el modelo se ajuste demasiado a los
datos de entrenamiento (datos de los cuales las maquinas aprenden) y no se consiguen nuevos datos que

mejoren las predicciones.

La reduccién de dimensionalidad consiste en tomar los datos dados en un espacio de dimension alta
y transformarlos hacia un espacio de dimensién menor. Con el uso de esta técnica se reduce una buena
cantidad de caracteristicas de los datos conservando la mayor cantidad posible de informacion
importante, con el resultado que la representaciéon a baja dimensiéon permite conservar propiedades
significativas de los datos originales, lo que idealmente permite producir nuevos datos cercanos a su
dimensioén intrinseca, es decir, con una cantidad adecuada de variables necesarias para obtener un
representacion minimamente buena comparada con la que dan los datos originales. Existen varios
procedimientos que permiten reducir la dimensionalidad y se orientan basicamente en dos enfoques: la

seleccién de caracteristicas y la extraccion de caracteristicas.

La extraccién de caracteristicas crea nuevas caracteristicas por medio de funciones que utilizan las
caracteristicas originales, mientras que la seleccion de caracteristicas devuelve un subconjunto de las
caracteristicas. Las técnicas de seleccion de caracteristicas se utilizan a menudo en dominios en los que
hay muchas caracteristicas y comparativamente pocas muestras (o puntos de datos). De acuerdo con

todo lo antes mencionado, surge la siguiente cuestion:

Q.: ¢Cudl es el procedimiento més adecuado para reducir la dimensionalidad de una imagen &’ dada

en forma matricial y cuales procedimientos de AL estan presentes?

Queda claro que para dar una respuesta a Q, se procede utilizando métodos computarizados que
permitan el uso de ML. En esta parte computarizada, se observa una diferencia sustancial con lo didactico
en matematicas, y tiene que ver con que no se aprecia el paradigma monumentalista tan claramente como
en los temas clasicos de matematicas. Por tal motivo, y visto los planteamientos epistemologicos
relacionados con ML comentados en la subseccion 3.1, es por lo que se considera aqui una dialéctica de
las cajas negras y cajas claras, por medio de la cual se busca estimular el estudio de los saberes

necesarios y pertinentes para clarificar la solucion del problema.
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La dialéctica se activa para gestionar el nivel de ignorancia o comprension de una determinada
respuesta R;® (Parra & Otero, 2017). Existen varios lenguajes de computaciéon que permiten utilizar

algoritmos de ML, de acuerdo con la dialéctica mencionada, se escoge el programa Python en virtud de
ser uno de los mas utilizados en la actualidad. Los datos del problema que se analiza aqui vienen dados
en una imagen, para lo cual se recomienda utilizar la biblioteca NumPy (Aggarwal, 2020). Continuando
con el uso de la dialéctica media (sistemas de informacion)-medio (de estudio) se consulta con la TA
Google Gemini que suministra la informacién sobre el procedimiento de extracciéon de caracteristicas
conocido como descomposicion en valores singulares, conocida comunmente como SVD que
basicamente utiliza procedimientos sustentados mateméaticamente con AL. De esta manera se logra

concretar en el medio de la cuestion Q; los siguientes elementos:

R.;°: Usar Python

Se elige este programa debido a su alta difusion entre profesores y estudiantes que buscan aplicar

ML. El programa codificado es el siguiente:

import cv2

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from PIL import Image

def compress_image(image path, k):

Comprime una imagen utilizando SVD.

Args:
image _path: Ruta a la imagen.
k: Numero de valores singulares a conservar.

Returns:
Una matriz numpy representando la imagen comprimida.

# Cargar la imagen en escala de grises
img = Image.open(image_path).convert('L")
# Convertir la imagen a una matriz numpy
img_array = np.array(img)

# Calcular 1la SVD
U, s, Vt = np.linalg.svd(img_array)
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# Reconstruir la imagen utilizando solo los k primeros valores singulares
s_k = np.diag(s[:k])
img_compressed = np.dot(U[:, :k], np.dot(s_k, Vt[:k, :]))

return img_compressed

# Ruta a la imagen original
image_path = "tu_imagen.jpg"

# Lista de valores de k a probar
valores_k = [5, 10, 20, 50]
# Mostrar la imagen original y la comprimida
#imagen = Image.open(image_path)
imgl = cv2.imread('tu_imagen.jpg', cv2.IMREAD_GRAYSCALE)
plt.imshow(imgl, cmap="gray")
plt.title('Imagen original")
# Crear una figura con multiples subplots
fig, axes = plt.subplots(nrows=1, ncols=len(valores_k), figsize=(20, 4))

# Iterar sobre los valores de k y generar las imagenes comprimidas
for i, k in enumerate(valores_k):
compressed_img = compress_image(image_path, k)
axes[i].imshow(compressed _img, cmap='gray")
axes[i].set_title(f'k = {k}")
axes[i].axis('off")
plt.show()

R,.°: Se utiliza la biblioteca NumPy

De acuerdo con Brownlee (2018), NumPy es una biblioteca del &mbito de Python que se puede

utilizar para aplicaciones cientificas y numéricas y es la herramienta adecuada para utilizar y realizar

operaciones de algebra lineal. La principal estructura de datos en NumPy es ndarray, abreviatura

utilizada para designar una matriz N-dimensional. Cuando se trabaja con NumPy, los datos en un ndarray

es una matriz de tamano fijo en la memoria que contiene datos del mismo tipo, como niimeros enteros o

valores de punto flotante. Se debe crear una matriz a partir de datos o estructuras de datos de Python

simples como una lista usando la funcién array en Python, se crea un ndarray a partir de los datos lista y

asi se accede a la forma y al tipo de datos de las matrices.

2025 | Revista de Investigacion y Evaluacién Educativa-Revie, 12(1), 27-47
wwuw.revie.gob.do, https://doi.org/10.47554/revie.vol12.num1.2025.pp27-47

37



MARIO CAVANI

FIGURA 1.
LOS 4 SUBESPACIOS ASOCIADOS A UNA MATRIZ A

]R" R"l

dimr dimr

ortogonales
ortogonales

dim (m-r)

dim (n-r)

R;5°: Se utiliza la técnica SVD

Por sus siglas en inglés SVD (singular value decomposition) o descomposicion en valores singulares
es una herramienta matemaética poderosa que se utiliza en la ciencia de datos y en ML. Desde el saber
sabio, estos conocimientos estan asociados a los nombres de los mateméticos Eugenio Beltrami, Camille
Jordan, James Joseph Sylvester, Erhard Schmidt y Hermann Weyl, quienes hicieron sus aportes a finales
del siglo XIX y comienzos del siglo XX. Actualmente, la técnica de la SVD se utiliza por lo general en la
reduccion de la dimensionalidad, la extracciéon de informacién y la reducciéon de ruido. En el caso de la
compresion de imagenes el uso de este algoritmo se logra mediante la selecciéon adecuada de k elementos.
En la medida que este nimero se incrementa, la matriz con la cual se trabaja logra reconstruir una imagen
casi como la original. Como se vera es un algoritmo simple, pero de una complejidad computacional

elevada.

O:: El procedimiento SVD tiene su fundamento en AL y requiere del célculo de los valores

singulares de una matriz.

El tema de los valores singulares de una matriz no forma parte, por lo general de un primer curso
de AL a nivel universitario, tal como se presenta en (Cavani, 2020). En tal sentido, supéngase que se tiene

una matriz A, m x n, (A: R" - R™)

Se sabe del AL que ocurre la descomposicion en suma directa R" = R(A) @ N(A) yR™ = C(A) &
N(AT), donde R(A) denota al subespacio rango de A, C(A) el subespacio generado por las columnas de A,
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N(A) y N(AT) representan al nicleo de la matriz A y de su transpuesta A", respectivamente (ver Figura
1). La SVD consiste en un procedimiento que factoriza a la matriz A en la forma A = ULV". Lo cual se
explica a continuacion. El planteamiento es el siguiente: ¢Sera posible encontrar bases ortonormales para

R™, poéngase vy, V5, ..., Vp, y para R™, digase uq,u,, ..., u,, de tal modo que los v; sean de alguna manera

transformados en los u;?

Se quiere que Av; = o;u;, para ciertos escalares g;. Como m no es necesariamente igual a n, se
deduce que algunos a muchos de los v; en R" seran transformados en 0 en R™. Pero se conoce del AL

que dim(R(A)) = dim(C(A)), de modo que con aquellos vectores que van al 0 en R™ se podria
seleccionar una base ortonormal para N (4). De modo que, para cualquier matriz A m x n de rango , lo

que se debe es encontrar vectores ortonormales v,, v,, ..., v, € R™ y vectores ortonormales no nulos

Uy, Uy, ..., Ur € R™, y escalares positivos a3, 03, ..., 0, tal que

Avy = 01Uy, Avy = 03Uy, .., AVy = O Uy, (D
Av,y 1 =0,....Av, = 0. (2)

Reescribiendo este tltimo sistema de ecuaciones (1) y (2) de manera matricial (tal como se hace

en https://es.wikipedia.org/wiki/Descomposici%C3%B3n_en_valores_singulares) con las matrices

ortogonales
I I I I
V=(V1 = W |nxnyU=[U - Un |mXm,setieneque
I I I I
g0 0 - 0 0 - 0
0 g, - 0 0 - 0
| I A I | |
U= = Um|[O 0 - o 0 0= our 0 - 0
| | o 0 - 00 0 | | |
U mxm es ortogonal \ : T X /
O 0 - 0 0 - 0
Yesmxn

Se aprecia asi que AV = UZ, y como V es una matriz ortogonal ocurre que V' = V1. Por lo
tanto, se tiene la factorizacién de A en la forma A4 = UXV'.
De acuerdo con esta descomposicion se puede inferir que la matriz A se puede escribir como
combinacidn lineal de matrices de rango 1, por lo que:

A=UzVT.
= 01U V1 +0xUy Uy o+ opu, v (3)
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Un diagrama (ver Figura 2) que ilustra muy bien estos productos matriciales es el siguiente (en
caso que r = min{m,n}):

FIGURA 2.
ESQUEMA DE LA DESCOMPOSICION SVD DE UNA MATRIZ A (ELABORADO POR EL AUTOR)

Los vectores ortonormales vi,v,,..,v, € R", uy,u,,..,u, € R™, y los escalares positivos

04,0y, ..., Oy, S€ Obtienen asi: sean v;, v,, ..., v, los autovectores de AT A correspondientes a los autovalores

. 1 )
no nulos A, 4,, ..., A,.. Entonces ATAv; = A;v; fori =1,..,r.Seas; = ./4;, yseau; = —Av;, i=1,..,7.
2 i b B et

Se puede ver que:

e u; son autovectores de AAT, de hecho

1
AATul- = (AAT) (—Avi>
-1y (a7av;)
] -
1
= 24,
= aiA (al ﬁ)
= UiAUi

=0; (Uiui)

= ofw (4)

e Dado quelos v; son ortonormales, también lo son los u; tal como puede verse a continuacion:
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. 1\ /1
U,j Uu; = —AU] (—Avi>
_ O'J oF}

1 o;
L
= vaATA‘Ui = —'UjTUi = {
A S
2t

1 if i=j;
0 if i=#j.

Finalmente, se requiere seleccionar a los restantes n —r vectores vy4y, ..., vy y m — 1 vectores
Upg1 e U Para esto basta con tomar Vr41, -, Up COMO UNa base ortonormal para N(4) y Upg1) s Un
como una base ortonormal para N(AT). Estos serdn ortogonales a los primeros vectores v y u
previamente seleccionados, debido a que vy, ..., vr € R(A) y R(A) L N(4), también wuy, ..., u, € R(AN) y
R(AT) LN(AT).

En conclusion, la matriz A mx n se puede factorizar como

A=UzVT,

donde las matrices U,V son ortogonales. Se definen los valores singulares de la matriz A como los

escalares g; = /1y . Es de notar que los autovalores 1, de la matriz AA™ siempre son reales y no negativos

(ver (4)).

Una vez conocido el proceso de la descomposicién SVD se debe dar atencion a la siguiente
cuestion, que en definitiva justifica la razén de ser de este procedimiento para reducir la dimensionalidad

de una imagen:

Q;: éPor qué la SVD proporciona la mejor opcién para reducir la dimensionalidad de una imagen #dada

en forma matricial?

R;°: Dada la representacion de la matriz A dada en (3), teniendo en cuenta la dialéctica de estudio

e investigacion y los procedimientos descritos en Deisenroth et al. (2020), una matriz que aproxima a la

matriz A que contiene los datos originales es la matriz de rango k dada por

A = oquy v + 0oUp VT et Oy T

Os5: Como se observa equivale a cortar a partir del término k la representacion que se obtiene de
método SVD dado en la férmula (3). Lo que queda por saber es si existe otra matriz B que sea una mejor
aproximacion para la matriz A. La respuesta a esta pregunta la da el siguiente teorema (ver (Deisenroth

et al., 2020)):
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Teorema (Eckart-Young): La matriz de rango k que mejor aproxima a la matriz A es la matriz A,.
Este teorema asegura que si hay otra matriz B de rango < k que aproxima a la matriz A, entonces tendra
que cumplirse forzosamente que ||A — B|| > ||A — Agll-
Se recuerda que la norma de la matriz A, ||A|| representa una medida del tamafo de la matriz A. Dada

una norma vectorial || - ||, la norma matricial inducida por || - || se define como

A
14]1: = max 1221

=]~

Tomando en cuenta todo lo encontrado en el Recorrido de Estudio e Investigacion se llega a la
siguiente respuesta al problema planteado.

R*: Para reducir la dimensionalidad de una imagen #’dada en forma matricial se puede utilizar un

programa en Python que utilice el procedimiento SVD, el cual se fundamenta en procedimientos de AL
que permiten representar la matriz por medio de la factorizacion descrita en la formula (3), mediante la
cual se realiza la aproximacion Ax de la imagen #que de acuerdo con el Teorema de Eckart-Young es la

matriz de rango k que mejor aproxima a la matriz que representa a la imagen 7

4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este trabajo se propone un dispositivo didactico bajo la estructura de REI, metodologia
establecida en la TAD como procedimiento que puede utilizar de manera expedita el paradigma del
cuestionamiento del mundo. Por medio de este procedimiento se busca reconocer y capturar la razon de
ser del AL dentro del procedimiento de ML que reduce la dimensioén de una matriz que contiene los datos

de una imagen & dada hacia una matriz de rango menor, para hacer esto se propone un algoritmo
programado en Python que toma la siguiente imagen de un perrito (ver Figura 3), para la cual se
redimensiona la imagen utilizando la idea de R;°® del procedimiento SVD descrito en O. tomando en
consideracion los casos con 5, 10, 20 y 50 valores singulares respectivamente. Es decir, se aproxima a la
matriz de la imagen original #°con matrices de rango 5, rango 10, rango 20 y rango 50, de lo que se puede
observar (ver Figura 4) que los casos de rango 20 y rango 50 reproducen bastante bien la imagen original

(ver Figura 3) a una menor dimension de los datos.

2025 | Revista de Investigacion y Evaluacion Educativa-Revie, 12(1), 27-47 42
www.revie.gob.do, https://doi.org/10.47554/revie.vol12.num1.2025.pp27-47



SOBRE UN RECORRIDO DE ESTUDIO E INVESTIGACION DEL ALGEBRA LINEAL NECESARIA PARA REDUCIR LA DIMENSIONALIDAD CON MACHINE LEARNING

FIGURA 3.

IMAGEN ORIGINAL

Imagen original

1500

FIGURA 4.

IMAGENES DE DIMENSION MAS BAJA

En este estudio se comprueba de manera fehaciente la importancia del AL para aplicar el
procedimiento SVD. El aprendizaje de saberes relacionados con los espacios dados por el rango y el
nucleo de una matriz son fundamentales y los 4 subespacios asociados a una matriz (ver Figura 1) resultan
de gran importancia para desarrollar de manera clara el tema de los valores singulares asociados a una

matriz dada mx n, que produce la representacion (3).

Como todo problema tratado desde la TAD, se puede continuar cuestionando lo aqui realizado y
continuar enriqueciendo el problema. Por otra parte, se puede apreciar que este problema, desde el punto
de vista de las dimensiones que define la TAD, amerita seguir desarrollando cada uno de los aspectos
epistemologico, ecologico y econdémico, los cuales han solamente sido tocados muy someramente, en
particular la dimensién epistemologica, se predice va a heredar caracteristicas propias, tales como las
descritas aqui en la subseccidn 3.1 relacionadas con la epistemologia del ML lo que requiere de atencion

para avanzar en la comprension de la dimensién epistemologica de la TAD.
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